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第1讲 旋转中的隐圆问题

❓知识回顾：

圆的定义：

①描述性定义：在一个平面内，线段 绕它  固定  的一个端点 旋转一周，另一个端点 所形成的图

形叫做  圆  ，其中固定端点 叫做  圆心  ， 叫做  半径  ．

②集合性定义：平面内到  定点  的距离等于  定长  的点的集合叫做圆，定点叫做  圆心  ，定长叫做  半

径  .

❓思考一：

已知 , 共端点的两条线段如图所示，线段 绕点 旋转一周，则 的最大值及最小值

是？

 

 

【思路点拨】

 画出动点 运动轨迹，即如图二所示 ，与直线 交于 、 两点，利用变关系寻找

最值，即定点，动点，旋转中心三点共线时。

总结：

  当 （定点）、 （圆心）、 （动点）三点共线时，出现 的最大值与最小值，即“一箭穿心”
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❓思考二：

已知，如图一：已知正方形 ，直角三角形 ,点 在线段 上，将 绕点 旋转

，求 的最值。

 

 

 

 

【备注】【解题过程】
1、假设点P在EF上是固定，画出点P的运动轨迹，以C为圆心，CP长为半径画圆如图二。

2、因为P在EF上是动点，所以CP大小发生变化，所以圆的半径大小发生变化，其中当点P
与F   点重合，CP有最大值，画出对应圆如图三.

3、当点P在EF上运动时，CP长度大小发生变化，CP的最小值就转化成了点C到线段EF的
长度问题，根据垂线段最短，画出此时对应圆如图四。

4、根据三边关系（三点共线P、C、B），可知BP的最大值及最小值。
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一、 绕某点运动问题

举个“栗”子

栗子1

A. B. C. D.

1. ★★★
如图，在 中， ， ， ， 的中点为 ，将 绕点 顺

时针旋转任意一个角度得到 ， 的中点为 ，连接 ，在旋转的过程中， 的最大值是

（   ）．

【答案】A

【解析】∵ ， ，

∴ ，

∵ 的中点为 ，

∴ ，

连接 ，

∵ 绕点 顺时针旋转任意一个角度得到 ， 的中点为 ，

∴ ，

由三角形的三边关系得， ，

∴ 、 、 三点共线时 有最大值，

此时 ．

故选 ．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用

栗子2

2. ★★★★2017~2018学年12月北京朝阳区八十中学初三上学期月考第27题8分
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

在锐角 中， ， ， ，将 绕点 按逆时针方向旋转，得到

．

如图 ，当点 在线段 的延长线上时，求 的度数．

图

如图 ，连接 ， ．若 的面积为 ，求 的面积．

图

如图 ，点 为线段 中点，点 是线段 上的动点，在 绕点 按逆时针方向旋转

过程中，点 的对应点是点 ，求出线段 长度的取值范围长度．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵由旋转的性质可得： ， ，

∴ ．

∴ ．

∵由旋转的性质可得： ≌ ，

∴ ， ， ．

∴ ， ．

∴ ．

∴ ∽ ．
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（ 3 ）

∴ ．

∵ ，∴ ．

过点 作 ， 为垂足，

∵ 为锐角三角形，∴点 在线段 上．

在 中， ．

①如图 ，当 在 上运动至垂足点 ， 绕点 旋转，使点 的对应点

在线段 上时， 最小．最小值为：

．

图 图

②如图 ，当 在 上运动至点 ， 绕点 旋转，使点 的对应点 在线

段 的延长线上时， 最大．

最大值为： ．

所以 ．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用

独步天下1

（ 1 ）

3. ★★★★
在平面直角坐标系中， 为坐标原点，点 ，点 ，正方形 的两条对角线的交点为

，延长 至点 ，使 ，延长 至点 ，使 ，以 ， 为邻边做正方形

．

如图①，求 的长及 的值．

2018年天津和平区初三毕业考试第24题
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1

2

（ 2 ）如图②，正方形 固定，将正方形 绕点 逆时针旋转，得正方形 ，记旋

转角为 ，连接 ．

在旋转过程中，当 时，求 的大小．

在旋转过程中，求 的长取最大值时，点 的坐标及此时 的大小（直接写出结果

即可）．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

． ．

或 ．

， ．

【解析】（ 1 ）如图 中，

图

∵ ，

∴ ．

∵四边形 是正方形，

∴ ， ．



7

1

2

（ 2 ）

∴ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∴ ．

如图 中，

图

∵ ， ，

∴ ．

∴ ．

∴ ．

∴ ．

∴旋转角 ．

根据对称性可知，

当 时， ，也满足条件，

此时旋转角 ，

综上所述，旋转角 或 时， ．

如图 中，连接 ，

图

∵四边形 是正方形的边长为 ，

∴ ．

∴当 时， 、 、 在一条直线上时，

的长最大，最大值为 ．
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此时 ， ．

【标注】【知识点】解直角三角形的综合应用

二、 到某点定长问题

栗子3

4. ★★★
如图，在边长为 的菱形 中， ， 是 边的中点，点 是 边上一动点，将

沿 所在的直线翻折得到 ，连接 ，则线段 长度的最小值是            ．

【答案】

【解析】如图所示：

∵ 是定值， 长度取最小值时，即 在 上时，

过点 作 于点 ，

∵在边长为 的菱形 中， ， 是 中点，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故答案为： ．

2019~2020学年6月四川成都锦江区嘉祥外国语学校初二下学期周测A卷第24题4分
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【标注】【知识点】菱形的性质

【知识点】旋转的性质

三、 定角问题

栗子4

A. B. C. D.

5. ★★★
如图， 中， ， ， ， 是 内部的一个动点，且满足

，则线段 长的最小值为（   ）．

【答案】B

【解析】∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴点 在以 为直径的⊙ 上，连接 交⊙

于点 ，此时 最小，

在 中，

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ．

∴ 最小值为 ．

【标注】【知识点】勾股定理的综合应用

2016年安徽中考真题第10题4分

独步天下2

6. ★★2019~2020学年四川成都武侯区成都七中初三上学期期末模拟第23题4分
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如图，边长为 的等边 ， 、 分别为边 、 上的点，且 ， 、 交于

点，则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】∵在等边 中， ，

， ，

∴ ≌ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∴ ．

作 的外接圆⊙ ，连接 、 、 、 ，如图，

则点 在 是运动，

∵ ， ， ，

∴ ≌ ．

∴ ， ，

．

∵ ，

∴ ， ．

∴ ．

∴ ．
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∴ ．

∴ ．

∴ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∴ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∴ 的最小值为 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】等边三角形的性质

【能力】运算能力

四、 构造中位线问题

栗子5

（ 1 ）

1

（ 2 ）

7. ★★★★
在平面直角坐标系中， 为原点，点 ，点 ．以 为一边作等边三角形 ，点

在第二象限．

如图①，求点 的坐标．

图

将 绕点 顺时针旋转得 ，点 、 旋转后的对应点为 ， ．

如图②，当旋转角为 时， ， 与 分别交于点 ， ． 与 交于点

，求 与 公共部分面积 的值．

2020年天津和平区初三中考三模第24题10分
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2

图

若 为线段 的中点，求 长的取值范围（直接写出结果即可）．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

．

．

．

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

∵ ， ，

∴ ， ，

在 中，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ 是等边三角形，

∴ ， ．

∴ ，

∴点 的坐标为 ．

过点 作 于点 ，

∵将 顺时针旋转 ，得 ，

∴ ， ， ．

∴ ，



13

2

∴ ，

∵ ，

∴ .

在 中，

∵ ，

∴ ．

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

在 中，

∵ ，

∴ ，

在 中， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

图

如图所示，取 中点 ，则 ，

连接 ， ，

∵ 为 中点， 为 中点，

∴ 为 中位线，

∴ ，

∴ 在以 为圆心，以 为半径的圆上运动，

，

当 落在线段 上时，此时 最小，为 ，

当 落在线段 延长线时，此时 最大，为 ，
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∴ ．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

8. ★★★
在平面直角坐标系中，点 ，点 ，将 绕点 顺时针旋转，得 ，点 ，

旋转后的对应点为 ， ，记旋转角为 ．

如图①，当 时，求点 的坐标．

图

如图②，当 时，求点 的坐标．

图

连接 ，设线段 的中点为 ，连接 ．求线段 的长的最小值（直接写出结果即

可）．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

．

【解析】（ 1 ）由旋转可知 ， ，

故 ，

作 于 ，

2020年天津红桥区初三中考二模第24题10分
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ ，

故 ．

由旋转知： ， ，

∴ 为等边三角形，

作 于 ，

，

，

∴ ．

延长 至 点，使 ，连接 ， ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ 在以 为圆心，以 为半径为直径的圆，

当 在 延长线时， 有最小，

，

而 ．

【标注】【知识点】坐标系中的旋转

五、 切线问题

栗子6
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

9. ★★★★
在平面直角坐标系中， 为原点，点 ，点 ，点 ，点 分别为 ， 的中点．

若正方形 绕点 顺时针旋转，得正方形 ，记旋转角为 ．

如图①，当 ，求 ， 的长．

图

如图②，当 ，求证 ，且 ．

图
若直线 与直线 相交于点 ，求点 的纵坐标的最大值（直接写出结果即可）．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

， 的长都等于 ．

证明见解析．

点 的纵坐标的最大值为 ．

【解析】（ 1 ）当 时，点 与点 重合，如图①．

∵点 点 ，

∴ ．

∵点 ，点 分别为 ， 的中点，

∴ ，

∵正方形 是正方形 绕点 顺时针旋转 得到的，

∴ ， ．

在 中， ．

在 中， ．

2014年天津中考真题第24题10分
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（ 2 ）

方法一：

方法二：

（ 3 ）

∴ ， 的长都等于 ．

当 时，如图②．

∵正方形 是由正方形 绕点 顺时针旋转 所得，

∴ ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ．

∴ ，且 ．

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

在第一象限内，当点 与点 重合时，点 的纵坐标最大．

过点 作 轴，垂足为 ，如图③所示．

∵ ， ， ，

∴ ， ．

∴ ．

∵ ， ，

∴ ．

∴点 的纵坐标的最大值为 ．

，点 、 、 、 四点共圆，

当点 在劣弧 上运动时，点 的纵坐标随着 的增大而增大．

， 点 在以点 为圆心， 为半径的圆 上运动，

当 与 相切时， （即 ）最大，

此时 ，点 与点 重合，点 的纵坐标达到最大．

过点 作 轴，垂足为 ．
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， ， ，

， ．

．

， ，

．

点 的纵坐标的最大值为 ．

【标注】【知识点】正方形与全等综合

六、 面积最值问题

栗子7

图

（ 1 ）

（ 2 ）

10. ★★★
在平面直角坐标系中， 为原点，点 ，点 ，点 是边 中点，把 绕点 顺

时针旋转，得 ，点 ， 旋转后的对应点分别为 ， ，记旋转角为 ．

如图①，当点 恰好在 上时，求点 的坐标．

如图②，若 时，求证：四边形 是平行四边形．

2020年天津河西区初三中考一模第24题10分
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图

（ 3 ）连接 ，在旋转的过程中，求 面积的最大值（直接写出结果即可）．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意： ， ，

∴在 中， ， ，

∴ ，

∵ 绕点 顺时针旋转得 ，

∴ ，

过点 作 于点 ，如图①：

图

在 中， ，

∴ ， ， ， ，

∴ ，

∴ ．

延长 交 于点 ，如图②：
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（ 3 ）

图

在 中，点 为 中点， ，

∴ ，

又∵ ，

∴ 是等边三角形，

∴ ， ，

∴ ，

由旋转性质得 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

由旋转性质知： ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

又∵ ，

∴四形边 是平行四边形．

以 为底，若求 面积最大则求高最大即可即点 到直线 的距离最大，

∴以点 为圆心， 为半径画圆即为点 的运动轨迹，当点 在优弧上，且

于 时，高最大，如图③：

图

在 中， ，
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∴ ，

又∵ ，

∴在 中， ， ，

∴ ，

∴

．

【标注】【能力】推理论证能力

【知识点】坐标与距离

【知识点】坐标与面积

【知识点】坐标系中的旋转-图形关于原点的旋转

图

（ 1 ）

图

1

2

（ 2 ）

11. ★★★★
在平面直角坐标系中，四边形 是矩形，点 ，点 ，点 ，以点 为中心，

顺时针旋转矩形 ，得到矩形 ，点 ， ， 的对应点分别为 ， ， ．

如图①，当点 落在 边上时，求点 的坐标．

如图②，当点 落在线段 上时， 与 交于点 ．

求证 ≌ ．

求点 的坐标．

2018年天津中考真题第24题10分



22

（ 3 ）记 为矩形 对角线的交点， 为 的面积，求 的取值范围（直接写出结果即

可）．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

（ 3 ）

点 的坐标为 ．

证明见解析．

点 的坐标为 ．

．

【解析】

图

方法一：

方法二：

（ 1 ）

方法一：1（ 2 ）

∵点 ，点 ，

∴ ， ，

∵四边形 是矩形，

∴ ， ， ，

∵矩形 是由矩形 旋转得到的，

∴ ，

在 中，有 ，

∴ ，

∴ ，

∴点 的坐标为 ．

如图①中，

∵ ， ，

∴ ， ，

∵四边形 是矩形，

∴ ， ，

，

∵矩形 是由矩形 旋转得到，

∴ ，

在 中， ，

∴ ，

∴ ．

由四边形 是矩形，得 ，

又点 在线段 上，

得 ，

由 可知， ，又 ， ，

【备注】（3）问可采用动静互换思想：
D、E绕点A旋转，可转化为D、E不动，K绕A点旋转，因此画出K的轨迹后，延长DA与圆
的两个交点分别为高的最大最小值
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方法二：

图

图

方法一：

方法二：

2

方法一：（ 3 ）

∴ ≌ ．

①如图②中，

由四边形 是矩形，得到 ，

∵点 在线段 上，

∴ ，

由( )可知， ，又 ，

，

∴ ≌ ．

由 ≌ ，得 ,

又在矩形 中， ，

∴ ，

∴ ．

∴ ，

设 ，则 ， ．

在 中，有 ，

∴ ，

解得 ．

∴ ．

∴点 的坐标为 ．

如图②中，

由 ≌ ，得到 ，

又在矩形 中， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，设 ，则

，

在 中，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

当 与小⊙ 相切时取得最值，
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图

方法二：

在 中，

，

∴ ；

① ，

；

② ，

；

∴ ．

如图③中，

当点 在线段 上时，

的面积最小，最小值

，

当点 在 的延长线上时，

的面积最大，最大面积 ，

综上所述， ．
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【标注】【知识点】圆与全等


